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Kegel und Liineburg bewiesen in [17], da8 fur eine Gruppe G, die sich als 
Produkt von zwei zu A, isomorphen Untergruppen A und 3 schreiben l&fit, 
G = A,, G G A, oder G z A x B gilt. Die endlichen Gruppen G = AB, 
wobei A eine einfache nicht-abelsche Gruppe und B eine zu A, isomorphe 
Gruppe ist, wurden von Scott in [18] bestimmt. Walls [19] kennzeichnete die 
Gruppen G = AB, wobei A und B endliche einfache Gruppen sind, deren 
2-Sylowuntergruppen Diedergruppen der Ordnung 8 sind. In der vorliegenden 
Arbeit wird bewiesen: 
SATZ A. Sei G = AB eine endliche Gruppe, wobei ,iz und B einfache nicht- 
abelsche Gruppen seien. Eine 2-Sylowuntergruppe von A sei elementar-abelsch 
der Ordnung 4, eine Diedergruppe oder eine Quasidiedergruppe; eine 2-Sylowunter- 
gruppe van B sei elementar-abelsch der Ordnung gr$er als 4. Falls A nicht zu 
As isomorph ist, so gilt G =y- -4 x B. 
Insbesondere erhalt man daraus die folgende Verallgemeinerung eines 
Satzcs aus [14]. 
KOROLLAR. Sei G == AB eine endliche Gruppe, wobei A zu L,(q), q ungerade, 
q > 5, und B zu L,(2n), n > 3, isomorph ist. Dunn gilt G z A x B. 
Ferncr werden die folgenden Sadze fiber factorisierbare Gruppen bewiesen. 
SATZ B. Sei G = AB mit einfachen Gruppen =1 und B. Eine 2-Sylowunter- 
gruppe van A sei elementar-abelsch der Ordnung 8; eine 2Sylowuntergruppe van 
B sei elementar-abelsch der Ordnung gr6Jer als 4. Dunn ist G = A, G = B 
oder Gr A x R. 
SATZ C. Sei G -= AB mit einfachen Gruppen ,4 und B. Eine 2-Sylowunter- 
gruppe aon A sei elementar-abelsch der Ordnung 4; B sei zu Sz(q) isomorph. 
nanngilt Gz .4 x B. 
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1. BEZEICHNUNGEN 
Die Notation ist Standard und stimmt im wesentlichen mit der aus [7] 
und [16] iiberein. Ferner sind alle hier auftretenden Gruppen endlich. Einfache 
Gruppen seien stets nicht-abelsch. Eine Quasidiedergruppe ist eine von Ele- 
menten x und y erzeugte Gruppe der Ordnung 2”, n > 4, wobei x und y den 
Relationen x2”--l = y2 = 1 und xv = x2n-2 genugen. 
2. EINIGE HILFSMITTEL 
Zuerst sei darauf hingewiesen, daB die Auflijsbarkeit von Gruppen ungerader 
Ordnung [4] ohne explizite Hinweise verwendet wird. 
(2.1) LEMMA. Die 2-Sylowuntergruppe P der einfachen Gruppe G enthalte 
eine abelsche Untergruppe vom Index 2. Dann ist P abelsch, oder P enthiilt keine 
elementar-abelsche Untergruppe der Ordnung 8. 
Beweis. Nach [6, Corollary 51 ist die Kommutatoruntergruppe P’ von P 
zyklisch. Die Behauptung folgt daher aus [3]. 
(2.2) LEMMA. Sei P eine 243ylowuntergruppe der Gruppe G, W eine schwach 
abgeschlossene Untergruppe von P bexiiglich G und Q ein elementar-abelscher 
Normalteiler von No(W), der in C,(W) enthalten ist. Man setze Y = max{Rang 
von V/C,(W) 1 V C P, V $ Q, es gibt ein g aus G mit Vg _C Q}. Dann gilt: Q ist 
stark abgeschlossen in P beztiglich G, oder .fiir eine Involution t aus P, die in G 
zu einer Involution aus Q konjugiert ist, ist der Rang von [Q, t] hiichstens 7. 
Beweis. Siehe [6, Corollary 41. 
(2.3) LEMMA. Sei G = AB mit einfachen Gruppen A und B. Die tiuJeren 
Automorphismengruppen von A und B se&n auf&bar. Eine 2-Sylowuntergruppe 
von B sei elementar-abelsch. Wenn S = A,B, eine einfache Gruppe ist mit A, E A 
und B, g B, so sei S = A, oder S = B, . Dann gilt G = A, G = B oder 
GrAxB. 
Beweis. Siehe [19, Theorem 5.11. 
3. UNTERGRUPPEN VON GL,(2), DIE EINEN SINGERZYKLUS ENTHALTEN 
In diesem Abschnitt sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber GF(2) 
und G eine Untergruppe von GL( V). Es sei zunachst auf das folgende wohl- 
bekannte und niitzliche Lemma hingewiesen: 
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(3.1) LEMMA. Wenn G au@sbar ist und transitizs auf den Mom A~ulleektor 
e,erschiedenen Vektoren von V opera&, so enthalt G einen Singerzyklus K als 
Normalteiler, und G ist ein semidirektes Produkt @on K mit einer zyklischen Gruppe, 
die auf J’ und K z&e eine Gruppe van Korperautomorphismen von GF(2”) operiert. 
Im Folgenden enthalte G einen Singerzyklus k’. 
(3.2) LEMMA. Es sei G nicht auf&bar. Ferner werde G con den G-Konjugierten 
Ton K erzeugt. Dann ist O(G) = Z(G) in K enthalten, und es gilt O,,,,(G) -= 
O,,(G). 
Beweis. Da C,(O,(G)) unter K invariant ist, mu8 O,(G) = (1) sein. 
Folglich hat F(G) ungerade Ordnung. Weil G transitiv auf l/# operiert, ist 
F(G) zyklisch. Nun setze man Y :== O(G) K. Da such Y transitiv auf I’* 
operiert, mu8 such F(Y) zyklisch sein. Wegen der Auflosbarkeit von 1’ und 
(3.1) ist K ein Normalteiler von Y, was K = F(Y) nach sich zieht. Dariiber- 
hinaus ist K n O(G) als zyklischer Normalteiler von O(G) in F(O(G)) = F(G) 
enthalten und daher ein Normalteiler von G. Da G nach Voraussetzung von den 
Konjugierten von K erzeugt wird, ist K n O(G) in Z(G) enthalten. Wegen 
O(G)/O(G) n K s Y/K ist O(G) eine zyklische Erweiterung einer zentralen 
Untergruppe und somit abelsch. Das impliziert O(G) C F(Y) = K. Damit 
ist (3.2) bewiesen. 
(3.3) LEMMA. Eine 2-Sylowuntergruppe S von G sei elementar-abelsch der 
Ordnung 4. Dann gilt n = 4 und G s GL,(4); V ist ein natiirlicher Modul fiir G. 
Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel zu der Behauptung. Sei L der 
von K erzeugte Normalteiler von G. Nach Voraussetzung und (3.1) ist L von 
K verschieden und nicht aufliisbar. Folglich ist S eine 2-Sylowuntergruppe 
von L. Ware L von G verschieden, so ware L wegen der Minimalitat von G 
bekannt: n = 4 und L = G&(4); Inspektion der Untergruppen von GL,(2) 
zeigt jedoch, da8 eine Untergruppe von GL,(2), die L als Normalteiler von 
ungeradem Index enthtilt, mit L identisch sein mu& Somit gilt L = G. Nun 
erhalten wir mit Hilfe von (3.2) O(G) = Z(G) C K und O,,,,(G) = O,,(G). 
Daher liefert [6] die Existenz eines zu L,(q) isomorphen Normalteilers von 
G/Z(G). Da fur q = 3,5 (mod 8) der S c h ursche Multiplikator von L,(q) die 
Ordnung 2 hat, zerfallt die zentrale Erweiterung. Somit enthglt G einen Normal- 
teiler U, der zu L,(q) mit q = 3, 5 (mod 8) isomorph ist, so dal3 C,(U) = Z(G) 
ist und Z(G) x U ein Normalteiler von G von ungeradem Index ist. 
Wenn K n U = (1) ware, so wi.irde K eine Gruppe PuDerer (Korper-) 
Automorphismen auf U induzieren, und es wiirde C,(K) i: (1) folgen, im 
Widerspruch zu Co(K) = K. Also haben wir K n U # (1). Mit U n K 
wird such Nt,( U n K) von K normalisiert; folglich ist KN,( U n K) auflijsbar, 
was nach (3.1) K u KN,(U n K) und die Zyklizitiit von Nrr(U n K)/U n K 
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nach sich zieht. Nochmalige Anwendung dieses Argumentes zeigt, da0 
N,( U n K) normalisatorgleich in U ist. Insgesamt erhalten wir also 
; C’nKI =2-l(q+e)mite = &Iundp+e=2(mod4)oder) UnKj =q 
ist prim. 
Im Fall / C’ n K j = q haben wir G = Z(G) x lJ. Das gleiche gilt such im 
Fall j U n K / = 2-l@ + e), da kein nicht-trivialer Korperautomorphismus 
von U eine zyklische Untergruppe von u der Ordnung 2-‘(q + e) zentralisiert. 
Ware j Cr n K 1 = 2-l@ - I), so wurde K eine p-Sylowuntergruppe P 
von U normalisieren (p sei dabei der Primteiler von 4). Dann ware K ein 
Normalteiler von KP nach (3.1) und [K, P] C K n P = (I>, ein Widerspruch 
zu C,(K) = K. 
Wir nehmen also zunachst 1 U n K I = 2-r(q + 1) an. Dann mul3 q = 5 
(mod 8) sein. Wegen K = Z(G) x (U n K) invertiert eine Involution aus 
Nu(U n K) die Gruppe U n K elementweise und zentralisiert Z(G). Aus 
(3.1) folgt n = 2m gerade, / Z(G)1 = 2” - 1 und 2’iL + 1 = j Un K j = 
2F(q + 1) und daraus q = 2 n+l + 1. Wegen q = 5 (mod 8) erhalten wir 
m = 1, n = 2 und q = 5, ein Widerspruch. 
SchlieBlich nehmen wir die Ordnung von Un K als eine Primzahl q an. 
Wir wissen, da0 eine zyklische Gruppe der Ordnung 2-l(q - 1) auf K operiert. 
Wie oben erhalten wir 
q =(2” - 1) ~(pzl(a-1, _ 1)-l > p--2n/(2~-1) 
= 2n(n-3)lk-l) 3 2((q-l,/Z,(q-3,/(a-l, = 2+3,/Z 
Fur Primzahlen q, die grijf3er als 7 sind, ist diese Ungleichung offensichtlich 
falsch. Da eine 2-Sylowuntergruppe von L,(7) nicht abelsch ist, bleibt nur 
q = 5 iibrig. Das impliziert n = 4 und j Z(G)/ = 3; es folgt G z G&(4). 
Die Operation von Z(G) auf C,(S) erzwingt 1 C,(S)/ =4. Da eine Involution 
i aus S eine Konjugierte von K normalisiert, folgt C,(i) = [V, ;I. Somit gilt 
fiir jede Involution i aus S: C,(S) = C,(i) = [L’, i]. Dann mu8 Vein natiirlicher 
Modul fiir G&(4) sein. 
(3.4) LEMMA. Eine 2-Sylowuntergruppe van G sei eine Diedergruppe. Dann 
ist n = 3 urtd G s GL,(2) oder n = 4 und G enthiilt einen zu GL,(4) isomorpha 
Normalteiler vom Index 2. 
Beweis. Wir nehmen die Behauptung als falsch an und wahlen G als ein 
minimales Gegenbeispiel. Nach Voraussetzung und (3.1) ist der von den 
Konjugierten von K erzeugte Normalteiler L von K verschieden und nicht 
auf&bar. Offensichtlich ist C,(L) in L enthalten. Angenommen, L ist von G 
verschieden. Wenn eine 2-Sylowuntergruppe von L abelsch ist, so muD sie 
elementar-abelsch sein, da L nicht au&bar ist. Aus (3.3) folgt n = 4 und 
L z GL,(4); dann kann G jedoch kein Gegenbeispiel sein. Also sei eine 2-Sylow- 
untergruppe von L eine Diedergruppe. Wegen der Minimal&t von G folgt 
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n=3undLgGL,(2) d o er n = 4 und L enthalt einen zu GL,(4) isomorphen 
Normalteiler vom Index 2; in beiden Fallen kann G nicht existieren. Also 
erhalten wir L = G. Daraus folgt mit (3.2) O(G) = Z(G) C K und O,,,,(G) = 
O,(G). Daher ist ein minimaler Normalteiler N/Z(G) von G/Z(G) einfach. 
Wegen der Minimal& von G folgt wie oben G = KN, also hat N ungeraden 
Index in G. Nach [13] ist N/Z(G) zu A, oder L,(p) mit q E 1,7 (mod 8) 
isomorph. 
Angenommen, die zentrale Erweiterung zerfallt nicht. Dann enthalt G einen 
perfekten Normalteiler U von ungeradem Index, der zu einer 3-fach ijber- 
lagerunsgruppe von A, oder A, isomorph ist. Da C,(U) ein Normalteiler un- 
gerader Ordnung ist, muB C,(U) = Z(G) in K enthalten sein. Daraus erhalt man 
zusammen mit der Tatsache, da0 die aul3ere Automorphismengruppe von U 
eine 2-Gruppe ist, G = Z(G) U und K = Z(G)(K A U). Weil eine 3-Sylow- 
gruppe von A, elementar-abelsch der Ordnung 9 ist und in ihrem Normalisator 
eine als Inversion operierende Involution enthalt, ist eine 3-Sylowuntergruppe 
von U extraspeziell vom Exponent 3. Folglich ist 9 kein Teiler der Ordnung 
von UnK, was 1 UnKj = 15 oder 1 UAKI -21 nach sich zieht. 
Angenommen, die Ordnung von U n K ware 15. Dann enthalt N,( U n K) 
eine Involution; aus (3.1) folgt n = 2mgerade und 5 = (2” - 1) . (2” - 1))’ = 
2” + 1, also n = 4. Eine 3-Sylowuntergruppe von GL,(2) ist jedoch abelsch. 
Angenommen, die Ordnung von U n K ware 21. Nun enthalt Nr,( U n K).\. 
C,( U n K) ein Element der Ordnung 3. Aus (3.1) erhalt man n = 3m fur eine 
geeignete natiirliche Zahl m und 7 = (2” - 1) . (2” - 1)-l = 22” + 2”” + 1, 
was m = 1 und n = 3 nach sich zieht. Eine 3-Sylowuntergruppe von GL,(2) 
hat jedoch die Ordnung 3. Damit ist die Annahme, da8 die zentrale Erweiterung 
nicht zerfallt, widerlegt. 
G enthglt einen Normalteiler U derart, dal3 C,(U) = Z(G) ist und U zu 
A, oder L,(q) mit q = 1, 7 (mod 8) isomorph ist. 
Angenommen, U ist zu A, isomorph. Dann gilt G = Z(G) x U und 
K = Z(G) x (K n U). Natiirlich hat K n U die Ordnung 3, 5 oder 7. Wenn 
die Ordnung von K n U gleich 7 ist, so enthalt N,( U n K) ein Element der 
Ordnung 3; wie oben folgt n I=- 3, was nicht sein kann. Wenn K n U die 
Ordnung 3 oder 5 hat, so enthalt Nu(U n K) eine Involution, die nicht- 
trivial auf U n K operiert. Aus (3.1) folgt n = 2m, 1 Z(G)\ = 2” - 1 und 
/ U n K 1 = 2’” + 1. Das impliziert n = 2 oder n = 4. Offensichtlich ist 
n = 2 nicht moglich; also n = 4 und / Z(G)1 = 3. GL,(2) enthalt jedoch keine 
zu Z, x A, isomorphe Untergruppe. 
SchlieBlich nehmen wir U G L,(q) mit q = 1, 7 (mod 8) an und mussen 
G = Us GL,(2) zeigen. Wie in (3.3) erhalten wir U n K # (l), 
Nu( U n K)/U n K zyklisch, iV,( U n K) normalisatorgleich in U und 
1 U n K / = q prim oder / U n K 1 = 2-l(p + e) mit e = &l ; in jedem Fall 
ist G = Z(G) x Uund K = Z(G) x (K n U). Wie in(3.3) kann j U n K 1 == 
2-r(q - 1) ausgeschlossen werden. Angenommen, die Ordnung von U n K 
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ware 2-I(9 + 1). Die Operation einer Involution aus U auf U n K liefert 
n = 2m gerade und 2” + 1 = / U r-l K 1 = 2-l(q + 1); also q = 2”+l+ 1. 
Wenn q keine Primzahl ist, so folgt q = 9, n = 4 und 1 Z(G)\ = 3; die Ordnung 
von GL,(2) ist jedoch nicht durch 27 teilbar. Daher mul3 q eine Primzahl sein; 
dann teilt q = 2m+1 + 1 jedoch nicht die Ordnung von GLa,(2). Dieser Wider- 
spruch zeigt, da8 j U n K 1 = q prim sein muI% Wie in (3.3) folgt p < 7. 
Weil eine 2-Sylowuntergruppe von G nicht abelsch ist, mul3 q = 7 sein. Daraus 
erhalt man n = 3 und 1 Z(G)j = 1, also G z L,(7) z G&(2). 
(3.5) LEMMA. Eine 2-Sylowuntergruppe von G kann keine (verallgemeinerte) 
Quaterionengruppe sein. 
Beweis. Wir nehmen die Behauptung als falsch an und wahlen G als ein 
minimales Gegenbeispiel. Nach Voraussetzung und (3.1) darf G nicht auf- 
l&bar sein. Der von K erzeugte Normalteiler L von G ist daher von K 
verschieden und ebenfalls nicht aufliisbar. Da eine 2Sylowuntergruppe von L 
eine (verallgemeinerte) Quaterionengruppe ist, erzwingt die Minimal& 
von G: L = G. Anwendung von (3.2) liefert O,,,,(G) = O,(G); das wider- 
spricht dem Z*-Theorem von Glauberman. 
(3.6) LEMMA. Eine 2-Sylowuntergruppe van G kann keine Quasidiedergruppe 
sein. 
Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel und L der von K erzeugte 
Normalteiler von G. Nach Voraussetzung und (3.1) ist L von K verschieden und 
nicht auflosbar. Angenommen, L ist von G verschieden. Wenn eine 2-Sylow- 
untergruppe von L abelsch ist, so ist sie elementar-abelsch der Ordnung 4, 
und es folgt aus (3.3) n = 4 und L E GL,(4); dann kann G jedoch nicht 
existieren. Wegen (3.4) kann eine 2-Sylowuntergruppe von L such keine Dieder- 
gruppe sein. Nach (3.5) darf eine 2-Sylowuntergruppe von L keine (verall- 
gemeinerte) Quaterionengruppe sein. Also ist eine 2-Sylowuntergruppe von L 
eine Quasidiedergruppe; das verbietet allerdings die Minimalitat von G. Wir 
schliel3en L = G. Daraus erhalten wir mit Hilfe von (3.2) O,,,,(G) = O,(G) = 
Z(G) _C K; insbesondere ist ein minimaler Normalteiler N/Z(G) von G/Z(G) 
einfach. Die Minimal&t von G erzwingt G = KN. Da N eine 2-Sylowunter- 
untergruppe von G enthalt, ist N/Z(G) nach [I] zu M,, , L,(q) mit q = 3 
(mod 4) oder U,(q) mit q = 1 (mod 4) isomorph. 
Angenommen, N/Z(G) s M,, . Da der Schursche Multiplikator von mr, 
trivial ist und M,, keine nicht-trivialen PuReren Automorphismen zulaBt, 
erhalten wir G = Z(G) x U mit Us Mr, und K = Z(G) x (U n K). Da 
eine 3-Sylowgruppe von illr, elementar-abelsch der Ordnung 9 ist und in 
ihrem Normalisator eine Quaterionengruppe der Ordnung 8 enthalt, mu8 
U n K eine 3’-Gruppe sein. Angenommen, 11 teilt 1 U n K I; dann mu13 die 
Ordnung von U n K gleich 11 sein. Die Operation eines Elementes der 
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Ordnung 5 aus V auf CT n K erzwingt n = 5m fiir eine geeignete naturliche Zahl 
m und (2” - 1) . (2?‘l - 1)-r = 1 U n K / = 11, was nicht sein kann. Es 
bleibt 1 z;’ n K / == 5. Die Operation einer Involution aus U auf U n K liefert 
n = 2m gerade und 5 = j Cr n K ( = (2” - 1) . (2” - 1)-r = 2m $ 1, also 
n = 4; GL,(2) enthalt jedoch kein Element der Ordnung 11. Folglich kann 
N/Z(G) nicht zu Mr, isomorph sein. 
Angenommen, N/Z(G) c La(p) mit q = 3 (mod 4). Da C,(N/Z(G)) ungerade 
Ordnung hat, folgt C,(N/Z(G)) = Z(G), und G/Z(G) operiert treu auf N/Z(G). 
Aus C,(K) C K erhalt man K n N/Z(G) J- (1). Damit ist N,(K n N) eine 
echte Untergruppe von N. Indem man die Argumentation vom Anfang dieses 
Beweises auf KN,(K n N) anwendet, erhalt man die Aufl6sbarkeit von 
N,(K n N). Nach (3.1) wird K von N,(K n N) normalisiert und 
N,(K n N)/K n N ist zyklisch; ferner ist N,(K n IV) normalisatorgleich in N. 
Aus diesen Griinden miissen q und die Ordnung von K n N/Z(G) teilerfremd 
sein. Ferner kann die Ordnung von K n N/Z(G) kein Teiler von (q - 1)2 . d-l 
mit d = (3, q - 1) sein, da SL,(q) ein semidirektes Produkt von Z,_, x Z,_r 
mit Z; enthalt. Ware K n N/Z(G) . m einer zyklischen Untergruppe der 
Ordnung q + 1 von N/Z(G) enthalten, so enthielte C,(K n N) eine nicht- 
triviale 2-Gruppe, die von K normalisiert und daher zentralisiert wird. Es 
bleibt nur noch der Fall iibrig, dal3 K n N/Z(G) ein Teiler von (q2 + q + 1) d-l 
mit d = (3, q2 -+ q + 1) ist. Dann mul3 die Ordnung von K n N/Z(G) 
gleich (q2 + q {- 1) d-l sein. Da kein auBerer Automorphismus von L,(q) 
eine solche zyklische Untergruppe von L,(q) zentralisiert, erhalten wir N = G. 
Nun 183t K ein Element der Ordnung 3 zu, das auf der 3’-Gruppe K/Z(G) 
fixpunktfrei operiert. Mit (3.1) folgt n = 3m fiir eine passende natiirliche Zahl 
m und 22nz + 2m + 1 = (2” - 1) . (2” - 1))’ = (q2 + q + 1) d-l. Fur d = 1 
muR dann q + 1 von 2” und 2” + 1 von q geteilt werden, was nur fur m = 1 
und q = 3 mijglich ist; die Ordnung von G&(2) ist jedoch nicht durch 9 teilbar. 
Fiir d = 3 ist 22Vn f 2” + 1 = (q2 + q + 1) . 3-l. Wegen q z 3 (mod 4) 
erhalten wir q2 + q f 1 = 1 (mod4) und 3-l(q2 + q + 1) = 3 (mod 4). 
Das liefert den Widerspruch m = 1. 
SchlieRlich nehmen wir N/Z(G) G U,(q) mit q = 1 (mod 4) an. Wie in dem 
vorstehenden Beweis gilt C,(N/Z(G)) = Z(G), N,(K n N)/K n N zyklisch 
und N,(K n N) normalisatorgleich in N. Daher sind q und / K n N/Z(G)1 
teilerfremd. Wegen q = 1 (mod 4) kann K n N/Z(G) nicht in einer zyklischen 
Untergruppe der Ordnung q - 1 von N/Z(G) enthalten sein. Da SU;(q) ein 
semidirektes Produkt von Z,+l x Z,,, mit ,& enthilt, kiinnen wir wie im 
vorstehenden Beweis darauf schlieBen, daB K n N/Z(G) die Ordnung 
q2 - q + 1 hat und N = G gilt. Nun gibt es in G ein Element x der Ordnung 3, 
das nicht-trivial auf K operiert. 
Angenommen, C,(x) = Z(G). Dann ist 71 = 3m fiir eine geeignete natiirliche 
Zahl m, und es gilt 22m + 2” + 1 = / K/C,(x)/ = q2 - q + 1. Es folgt 
q = 2~ + 1, Wenn q keine Primzahl wire, so ware q = 9, m = 3 und n = 9; 
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die Ordnung von G&(2) ist jedoch nicht durch 36 teilbar. ‘41~0 ist q = 2”” + 1 
eine Primzahl, die griil3er als 3 ist. Eine q-Sylowgruppe von GL&2) hat jedoch 
die Ordnung q. 
Angenommen, C,(X) 2 Z(G). Dann hat K/C,(x) die Ordnung 3-l(q* - 
q -k 1). Mit H If i e von (3.1) folgt rz = 3m fur eine passende natiirliche Zahl m 
und 22r11 T 2”” + 1 = / K/C,(x)1 = 3-l (q* - q -+- I). Wegen q - 1 (mod 4) 
folgt daraus wie oben der Widerspruch m = 1. 
Damit ist (3.6) bewiesen. 
Das folgende Lemma schliel3t an (3.3) an. 
(3.7) LEMMA. Eine 2-Sylowuntergruppe von G sei elementar-abelsch der 
Ordnung 8. Dunn ist n = 6, und G enthiilt einen zu GL,(8) isomorphen Normal- 
teiler aom Index 1 oder 3. V ist ein natiirlicher Modulfiir G. 
Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel und L der von K erzeugte 
Normalteiler von G. Angenommen, L ist von G verschieden. (3.3) und die 
Minimal&t von G liefern n = 6 und L s GL,(8); dann kann G jedoch kein 
Gegenbeispiel sein. Also haben wir L = G. Nun erzwingt (3.2): O,,,,(G) = 
O(G) = Z(G) C K. Ein minimaler Normalteiler N/Z(G) von G/Z(G) mul3 
daher einfach sein und nach [6] zu L,(S) oder zu einer einfachen Gruppe vom 
Janko-Ree-Typ isomorph sein. Da der Schursche Multiplikator der involvierten 
einfachen Gruppe trivial ist, zerfallt die zentrale Erweiterung, und wir erhalten 
die Existenz einer einfachen Untergruppe U von G derart, dal3 C,(V) = Z(G) 
gilt und U zu L,(S) oder einer einfachen Gruppe vom Janko-Ree-Typ isomorph 
ist. Wie in (3.3) erhalten wir G = KU, K CT zi # (l), N,(Kn U)/Kn U 
zyklisch und N,(K n V) normalisatorgleich in U. 
Angenommen, U ist zu der einfachen Janko-Gruppe Jr isomorph. 
Aut(J,) g Jr impliziert G = Z(G) x zi und K = Z(G) x (K n U). Ware 
die Ordnung von K n U durch 3 oder 5 teilbar, so ware ] K n U / = 15, 
und eine Vierergruppe aus U wiirde auf K n U und damit auf K operieren, 
was nicht sein kann. Ware ] K n U 1 = 7, so wtirde K n U und damit K 
eine 2-Sylowuntergruppe von U normalisieren und daher zentralisieren. Es 
bleibt fiir 1 U n K ] nur 11 oder 19 iibrig. Dann wird K n U von einer Involu- 
tion aus U invertiert, woraus ] K n U 1 = 2’” + 1 folgt fur eine geeignete 
natiirliche Zahl m; das ist jedoch offensichtlich falsch. 
Angenommen, U ist eine einfache Gruppe vom Ree-Typ der Ordnung 
q3(q3 + l)(q - 1). Da K n U und iV,(Kn U)/K n U zyklisch sind, kann 
U n K keine 3-Gruppe sein; ferner darf I K n U / kein Teiler von q - 1 
oder q + 1 sein. Die Frobeniusoperation eines Elementes der Ordnung 6 
aus U auf U n K liefert einen Widerspruch in dem Fall, daB 1 KIT U 1 ein 
Teiler von q* - q + 1 ist. 
SchlieBlich sei U zu L*(B) isomorph. Ware ] K n U / = 7, so wiirde K n U 
und damit such K eine 2-Sylowuntergruppe von Ti normalisieren, was nicht 
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sein kann. Also mu0 K n U die Ordnung 9 haben, was G = Z(G) x Cr impli- 
ziert. Weil K n U von einer Involution aus U invertiert wird, folgt n = 2~2 
gerade und 2” + 1 == /K n U / = 9, also n = 6 und 1 Z(G)1 = 2” - 1 = 7. 
Somit ist G zu G&(8) isomorph. 
Es ist klar. daR I’ ein natiirlicher Modul fur G ist. 
4. BEWEIS VON SATZ A 
Da A und B nach [l], [6] und [13] bekannt sind, haben A und B auflijsbare 
HuBere Automorphismengruppen. Nach (2.3) kann daher zum Beweis des 
Satzes G als einfach angenommen werden; es sol1 gezeigt werden, daR G nicht 
existiert. 
Man wahle eine 2Sylowuntergruppe T von B; T ist elementar-abelsch der 
Ordnung 2” mit n >, 3. Es sei bemerkt, daR T zentralisatorgleich in B ist und 
Ns( T) eine zyklische Gruppe der Ordnung 2% - 1 enthalt, die auf T als Singer- 
zyklus operiert. 
Nun wiihle man eine 2-Sylowuntergruppe P von G, die eine 2-Sylowunter- 
gruppe von NG(T) enthalt. Sei S eine 2-Sylowuntergruppe von A und g ein 
Element aus G mit Sg C P. Wegen G = AgB diirfen wir ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit annehmen, dal3 S in P enthalten ist. Aus Ordnungsgrtinden 
gilt P = ST. 
Es sei noch einmal auf die schon mehrmals benutzte Konsequenz aus (3.1) 
hingewiesen: 
(4.1) Wenn NP( T)/C,(T) zykl isc und x ein Element aus N,(T) .\’ C,(T) h 
mit ~2 E C,(T) ist, so ist n = 2m gerade, und C,(x) hat die Ordnung 2”. 
Wegen G = AB gilt ferner: 
(4.2) Wenn S n T = (1) ist, so ist keine Involution aus T zu einer In- 
volution aus S konjugiert. 
Bei der Behandlung des Falles “N,(T) 2 P” erweist sich als sehr niitzlich: 
(4.3) Sei R eine Untergruppe von C,(T) mit den folgenden Eigenschaften 
(i) R ist elementar-abelsch und enthalt T als Untergruppe vom Index 2. 
(ii) R ist charakteristisch in C,(T). 
(iii) Es existiert ein x aus N,(R) mit T f TX. 
Dann folgt S n T # (1). 
Beweis. Angenommen, S n T = (l>. Man setze N := No(T). Da C,(T) 
eine 2-Sylowuntergruppe von Cc(T) ist, liefert das Frattini-Argument 
N = NN(CP(T)) . C,(T). Somit enthalt N,(C,(T)) ein Element K ungerader 
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Ordnung, das auf T einen Automorphismus der Ordnung 2” - 1 induziert. 
Aus der Voraussetzung (ii) folgt Rk = R. Man setze X := N,(R)/C,(R) 
und bezeichne mit K = (K) das homomorphe Bild von (K) in x. Aus der 
vollstandigen Reduzibilitat von R als GF(2)-R-Modul folgt die Existenz eines 
X-invarianten Komplementes Q von T in R. if zentralisiert Q und operiert 
transitiv auf den Elementen von R .\’ T u Q. Nach Voraussetzung (iii) existiert 
ein 2-Element f in x mit T -# Tj’. Da n grober als 2 ist, wird R .\’ T U 0 
nicht-trivial von TX geschnitten; insbesondere sind die Involutionen aus 
R .\- Q in G konjugiert. Die Annahme S n T = (1) impliziert nach (4.2), 
da8 eine Involution aus T nicht zu einer Involution aus S konjugiert sein 
kann. Wegen R = (S n R) x T kijnnen wir daraus auf S n R = Q schlieRen. 
Dariiberhinaus mul3 Q unter ft invariant sein. Folglich ist x isomorph zu 
einer Untergruppe eines Punktstabilisators in G&+,(2), der bekanntlich 
semidirektes Produkt einer elementar-abelschen Gruppe der Ordnung 2” 
mit G&(2) ist. Voraussetzung (iii) erzwingt O,(W) + 1. Die Operation 
von R auf O,(x) zeigt nun, dal3 O,(x) 1 e ementar-abelsch der Ordnung 2” ist. 
Andererseits diirfen wir N,(R) als eine 2-Sylowuntergruppe von N,(R) 
annehmen. Aus P = ST erhalten wir N,(R) = (S n iVp(R)) T und C,(R) = 
(C,(R) n S) T. Da der sektionale 2-Rang von S gleich 2 ist, kann der 2-Rang 
von N,(R)/C,(R) hijchstens gleich 2 sein; insbesondere kann die Ordnung 
von O,(w) hiichstens 4 sein, im Widerspruch zu der Voraussetzung n > 3. 
(4.4) S ist nicht elementar-abeisch der Ordnung 4. 
Beweis. Angenommen, S ist elementar-abelsch der Ordnung 4. Aus [6] 
und [14] folgt, daB P nicht abelsch ist. (2.1) impliziert [P: T] = 4 und 
C,(T) = T; insbesondere ist S n T = (1). 
Es sol1 zuerst gezeigt werden, da8 T ein Normalteiler von P ist. Andernfalls 
ist Np( T) = Iv,(T) T eine Untergruppe vom Index 2 von P. Sei i die Involution 
in fV,( T) und j eine Involution aus S .\’ (i). Dann ist Tj von T verschieden und 
in A’p( T) enthalten. Wegen C,(T) = T gilt Z(iV,( T)) = T n Tj, und i induziert 
eine Transvektion auf T. Daher enthnlt IVY .\’ T genau 2+r Involutionen, 
was i E Tj impliziert, im Widerspruch zu (4.2). 
Sei X := NG(T)/CG(T). Da x einen Singerzyklus enthalt und eine 2-Sylow- 
untergruppe von X elementar-abelsch der Ordnung 4 ist, folgt aus (3.3) n = 4 
und x y G&,(4). Sei i eine Involution aus S; dann gilt C,(i) = [I’, ;] nach 
(3.3). Folglich sind alle Involutionen aus T(i) .I,’ T in T(i) zu i konjugiert. 
Da die Involutionen aus S in A konjugiert sind, sind alle Involutionen aus 
P .\’ T in G zu i konjugiert. Wegen S n T = (1) und (4.2) ist T stark ab- 
geschlossen in P beztiglich G. Aus [6] folgt, daR Q,(P) abelsch ist, was nicht 
sein kann. Damit ist (4.4) bewiesen. 
Im Folgenden sei S also nicht abelsch. Man setze S, : = C,(T) n S. Dann 
gilt C,(T) = SOT. 
60 I’D0 PREISER 
(4.5) T ist ein Normalteiler von P. 
Der Beweis erfordert eine Reihe von Reduktionen. Wir nehmen VP(T) 2 p 
an und setzen S, := ArP( T) I-J S und S, :- N,(N,(T)); dann ist -VP(T) = 
S, T, :VP(lvP( T)) = S,T und S, ~1 S, 2 S, . 
(4.5.1) iVP( T)/C,( T) ist nicht zyklisch. 
Angenommen, -hr,( T)/C,( T) ist zyklisch. Wir behaupten zuerst: 
(4.5.1.1) 1st x ein Element aus S, , so ist T” in C,(T) enthalten. 
Beweis. Die Behauptung ist offensichtlich wahr, wenn NP(T) = C,(T) 
ist. Sei also C,(T) eine echte Cntergruppe von NP( T). Da NP( T)/C,( T) zyklisch 
ist, mu0 n = 2m gerade sein nach (4.1). Wir nehmen an, daB TX nicht in C,(T) 
enthalten ist; sei i eine Involution aus Tz .\’ C,(T). Aus (4.1) folgt ! C,(i)1 = 2”“. 
Andererseits ist TX in NP( T) enthalten, und NP( T)/ T enthalt keine elementar- 
abelsche Untergruppe der Ordnung 8, was [T: T n Tz] .< 4 nach sich zieht. 
Daraus erhalten wir 2”e2 < / T n TX 1 < / C,(i)/ = 2”, also n =z 4, 
, T n TX / = 4 und [TX: TX n C,(T)] = 2. Insbesondere ist S, nicht in T 
enthalten und S, nicht zyklisch, was I NP( T)/C,( T)/ = 1 S,/S, ~ = 2 nach sich 
zieht. Ware S, eine (verallgemenerte) Quaterionengruppe, so erzwingen unsere 
Voraussetzungen S, n T = S, n T = Z(S,); dann enthalt C,(T) .‘. T jedoch 
keine Involution. 
Sei S, zunschst elementar-abelsch. Dann ist S n T = S, n T = <I>, und 
NP(T) .\,’ C,(T) enthalt genau acht Involutionen, die alle in ATp(T) zu In- 
volutionen aus S, konjugiert sind. Aus TX e C,(T) folgt daher T” n S 1 (I>, 
was nicht sein kann. 
Nun sei S, zyklisch und S, eine Diedergruppe. Weil C,(T) .‘t,’ T eine Invo- 
lution enthalt, kann fir(S,) nicht in T enthalten sein, was S n T = (I\ impli- 
ziert. Eine maximale Menge aus vertauschbaren Involutionen in NP( T) .\ ’ C,(T) 
enth%lt genau acht Elemente, und darunter ist stets eine Involution aus S. 
Aus T” p C,(T) folgt nun wieder TX n S f (li, ein Widerspruch. 
SchlieBlich sei S, elementar-abelsch der Ordnung 4 oder eine Diedergruppe. 
Da S, nicht in T enthalten ist und S,, n T ein elementar-abelscher Normalteiler 
von S, ist, folgt S, n T C Z(S,). W ie im vorhergehenden Fall 1aBt sich nun 
leicht nachpriifen, daf3 die Annahme TX g C,(T) zu einem Widerspruch ftihrt. 
(4.5.1.2) Es mu8 S, = S, elementar-abelsch der Ordnung 4 sein. 
Beweis. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Man wahle x aus S, .“,’ S, 
mit x2 E S, . Dann ist T” von T verschieden und nach (4.5.1.1) in C,(T) ent- 
halten. Man setze R := (T, T”). T ist in der elementar-abelschen Gruppe R 
echt enthalten. 
Zuerst mu8 der Fall, daR S, elementar-abelsch der Ordnung 4 ist, eliminiert 
werden. In diesem Fall erzwingt unsere Annahme, daR S, eine Diedergruppe 
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der Ordnung 8 ist. S, muB den Index 2 in S, haben. Daher normalisiert S, 
sowohl R als such C,(R) und damit such C,(R) n S, = S,, ; als Diedergruppe 
oder Quasidiedergruppe der Ordnung 16 besitzt S, jedoch keinen elementar- 
abelschen Normalteiler der Ordnung 4. Damit kann dieser Fall nicht auftreten. 
Wir behaupten nun, da8 R den Bedingungen von (4.3) genugt; gleichzeitig 
wird S n T = (1) bewiesen. 
Zuerst wird S, als Diedergruppe angenommen. Dann hat die Diedergruppe 
S, den Index 2 in S, . Also wird R von S, normalisiert; somit ist R n S, 
ein elementar-abelscher Normalteiler von S, . Wegen 1 S, : > 16 folgt daraus 
R n S, = R n S, = Z(S,). Das liefert [R: T] = 2, R = Z(C,(T)) und 
Sn T = (1). 
SchlieBlich sei S,, vom Rang 1. Dann ist R in Ql(Cp(T)) enthalten. Da T 
eine echte Untergruppe von R ist, folgt R = Q,(C,(T)), [R: T] = 2 und 
Sn T = (1). 
R geniigt also den Bedingungen von (4.3). Anwendung von (4.3) liefert 
S n T # (Ii, was nicht sein kann. 
(4.5.1.3) BeweisabschluB von (4.5.1) 
Nach (4.5.1.2) ist Q := NP(T) elementar-abelsch. Ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit ist NP(Q) eine 2-Sylowuntergruppe von NG(Q). Weil S, 
von S, normalisiert wird, hat S, den Index 2 in der Diedergruppe S’s . Nach 
(2.1) ist NP(Q) eine echte Untergruppe von P; also gibt es ein Element x aus 
IV,W,(QN .‘\’ S, mit x2 E Z(S,). Aus C,(Q) = Q folgt Z(Qp) = Q n 8”. 
Insbesondere induziert eine Involution i aus S, .\’ S, eine Transvektion auf 
Q mit [Q, ;] = [S,, , ;] = Z(S,). W g e en T # Ti ist Z(S,) n T = (1) und 
C,(i) eine Hyperebene von T. 
Man setze x := NG(Q)/C,(Q). Ein Frattini-Argument zeigt, daB x eine 
zyklische Untergruppe R ungerader Ordnung enthilt, die T normalisiert 
und auf T einen Singerzyklus induziert. Weil eine 2-Sylowuntergruppe von 
1 die Ordnung 2 hat, hat X ein normales 2-Komplement. Also sind K und 
Ki in O(X) enthalten. Es la& sich jedoch durch elementare Matrizenrechnung 
- -. 
leicht nachpriifen, daf3 (K, P) gerade Ordnung hat. 
(4.5.2) Es gilt ti = 4, und P ist zu einer 2-Sylowuntergruppe von Jz oder 
Ai,, isomorph. 
Beweis. Da NP(T)/CP(T) G S,/S, nicht zyklisch ist, gilt wegen (3.3), (3.4) 
und (3.5) entweder n = 3 und NG(T)/C,(T) E G&(2) oder es ist n = 4 
und NG(T)/CG(T) enthalt eine zu GL,(4) isomorphe Untergruppe vom Index 
hijchstens 2. Offensichtlich ist S, in jedem Fall zyklisch. 
(4.5.2.1) S, ist in T enthalten; insbesondere gilt C,(T) = T, und der 
sektionale 2-Rang von P ist 4. 
Beweis. Angenommen, S, ist nicht in T enthalten. Da NG(T)/Cc(T) eine 
62 UDO PREISER 
zu A, isomorphe Untergruppe enthalt, konnen wir mit Hilfe eines Erattini- 
Argumentes ein 3-Element y in N,(T) und eine 2-Gruppe Q mit NP( T) 2 
Q 3 C,(T) finden derart, da8 Q und C,(T) von y normalisiert werden und y 
einen Automorphismus der Ordnung 3 auf den elementar-abelschen Gruppen 
Q/C,(T) und T induziert. Insbesonderc operiert y nicht-trivial auf Q/T. Ware 
&(S,) in T enthalten, so ware die Ordnung von S,, gr6Ber als 2 und daher 
Q/T = (Q n S) T/T g Q n S/sZ,(S,) eine Diedergruppe; das widerspricht 
jedoch der nicht-trivialen Operation von y auf Q/T. Also ist sZ,(S,) nicht in T 
enthalten, was S n T = (1) impliziert. Die Operation von y auf Q/T g Q n S 
erzwingt nun, dal3 Q n S eine Quaterionengruppe der Ordnung 8 ist. Somit 
hat S, die Ordnung 2. Da wir T als nicht normal in P angenommen haben, 
S, also eine echte Untergruppe von S ist, muB S, eine (verallgemeinerte) 
Quaterionengruppe sein. Daher enthalt NP( T) .I,/. C,(T) keine Involution. 
ru’un wahle man ein Element x aus S, .i; S, , dessen Quadrat in S, liegt. Dann 
gilt T # TX C R : = C,(T) und R = Rx. Das widerspricht jedoch (4.3). 
Somit ist S, in T enthalten; also C,(T) = T. Daraus folgt fur n = 3 aus 
[15, Theorem 21, daR der sektionale 2-Rang von P gleich 4 ist. Fur n = 4 
benutze man [15, Theorem 31. Damit ist (4.5.2.1) bewiesen. 
(4.5.2.2) Falls n m= 3 ist, so ist S, f (l), 
Beweis. Angenommen, S, = (1). D ann ist S, eine Diedergruppe der 
Ordnung 8. 1st y ein Element der Ordnung 4 aus S, , so enthalt yT keine 
Involution. 
Die Notation sei so gewahlt, dal3 x die zentrale Involution in S, ist, t, aus 
T das Zentrum von SIT erzeugt und t, aus T zusammen mit z und t, die 
Kommutatoruntergruppe von S,T erzeugt, welche bekanntlich elementar- 
abelsch der Ordnung 8 ist. 
Sei x ein Element aus S, .‘\’ S, , dessen Quadrat in S, liegt. Da .zT genau 
vier Involutionen enthalt und S n T = (1) ist, kann TX nicht in (z, T) ent- 
halten sein. 1st t, ein Element aus T .\’ (tl , t2), so ist tsZ daher nicht in (a, T) 
enthalten. Sei also t,” = ti, wobei i eine Involution aus S, .\’ Z(S,) und t eine 
Involution aus C,(i) ist. Man setze i : = i”. Aus der Struktur der Gruppe 
(S, > x> folgt, daB ji ein Element der Ordnung 4 aus S, ist. *Es ist t’ := (tazi)’ = 
tfj, wobei tf . m T liegt. Es sind tz und t,” vertauschbare Involutionen mit 
txt,x = tz”jti = tf[j, t] tji = t’j, wobei t’ ein geeignetes Element aus T ist. 
Daii jedoch ein Element der Ordnung 4 aus S, ist, erhalten wir einen Wider- 
spruch zu der am Anfang des Beweises gemachten Bemerkung. 
(4.5.2.3) Es gilt n = 4. 
Beweis. Angenommen, n == 3. Aus (4.5.2.1) und (4.5.2.2) erhalten wir 
S,, _C T und j S, / = 2; S, hat also die Ordnung 16 und enthalt somit ein Element 
der Ordnung 8. Daher kann die Gruppe No( T)/O(W,(T)), die eine Erweiterung 
einer elementar-abelschen Gruppe der Ordnung 8 durch G&(2) ist, kein semi- 
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direktes Produkt sein. Insbesondere ist NP(T) zu einer 2-Sylowuntergruppe 
von M,, isomorph und S, eine Diedergruppe. Sei W : = Np(Np( T)) = S,T. 
Weil S, von S, normalisiert wird, erhalten wir [ W: Np( T)] = [A’, : S,] = 2. 
Angenommen, W ist eine echte Untergruppe von P. Dann ist S, eine Dider- 
gruppe der Ordnung 32. Sei x eine Involution aus S, .\’ S, . Weil NP(T) vom 
Typ n/r,, ist, sind T und TX die einzigen elementar-abelschen Normalteiler 
von N,,(T) der Ordnung 8; U : = T n TX ist die einzige normale Vierergruppe 
von N,(T); U ist enthalten in N,(T)‘. Wegen U C N,(T)’ _C W’ C Np( T) 
folgt daraus die Invarianz von U unter Np(W). Nun sei y ein Element aus 
N,(W) .\; S, , dessen Quadrat in S, liegt. Dann wird (T, TV) von ( y> normali- 
siert. Ferner haben wir U = T n TV. Angenommen, TV ware in N,( T) enthalten. 
Dann hat S, n TTu die Ordnung 4. Da eine Involution aus T .‘\’ S, nicht 
unter ( JJ> zu einer Involution aus S, konjugiert sein kann, mul3 S, n TTY 
zyklisch sein. Weil such S, n TTx zyklisch der Ordnung 4 ist, erhalten wir 
S, n TT’J = S, n TTx und daraus TX = TV; y ist jedoch nicht in W enthalten. 
Also darf TY nicht in NP(T) enthalten sein. Da TTx ein Normalteiler von W 
ist, hat TTx den Index 2 in TTxTg, was j S n TT”TY ( = 8 nach sich zieht. Das 
impliziert ) S n (T, TV>/ = 8. Ware S n (T, TV) zyklisch, so w&-e S n (T, TV) 
in S, und <T, TV) in SIT = NP(T) enthalten, was nicht sein kann. Also ist 
S n <T, TV) eine Diedergruppe. Aus der Struktur von S folgt, daf3 
N,(S n (T, TV)) in S, enthalten ist. Andererseits werden sowohl S als such 
(T, TV) und damit such S n (T, T u von ( y> normalisiert, ein Widerspruch. ) 
Damit haben wir W = P. 
Wie im Beweis von [12, Lemma 7.4. von Teil II] erhnlt man nun, daB SCNa(P) 
leer ist und P zu einer 2-Sylowgruppe von J2 isomorph ist. Eine 2-Gruppe vom 
Typ J2 enthdt jedoch keine Untergruppe vom Typ Mi, . 
(4.5.2.4) P ist zu einer 2-Sylowuntergruppe von J2 oder A;,, isomorph. 
Beweis. N,(T) erfiillt die Voraussetzung von [12, Proposition 6.6., Teil II] 
Daher ist P vom Typ L,(4), L,(4)‘“, JZ, A^, oder At,. Eine 2-Sylowgruppe 
einer einfachen Gruppe kann nach [lo, Lemma 9.4.1 nicht vom Typ L,(4)u) 
sein. Aus Ordnungsgrtinden kann P such nicht vom Typ L,(4) sein. Da eine 
2-Gruppe vom Typ as genau zwei elementar-abelsche Untergruppen der 
Ordnung 16 enth&, welche beide normal sind, kann P nicht vom Typ as sein. 
Damit ist der Beweis von (4.5.2) abgeschlossen. 
Aus [8] und [lo] erhalt man, da@ G zu einer der einfachen Janko-Gruppen 
J2 oder J3 oder zu der Lyons-Gruppe isomorph ist. Die Lyons-Gruppe und 
die Gruppe J2 enthalten keine zu L,(16) . rsomorphe Untergruppe, da ihre 
Ordnungen nicht durch 17 teilbar sind. Aus [5] folgt, daD such Ja nicht in der 
geforderten Form faktorisiert werden kann. Damit ist such der Beweis von 
(4.5) abgeschlossen. 
(4.6) C,(T) hat den Index 2 in P. Ferner ist S,, nicht abelsch. 
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Beweis. Wenn gezeigt werden kann, da8 der Index von C,(T) in P hochstens 
2 ist, so folgen die Behauptungen unter (4.6) leicht aus (2.1). Angenommen, 
F’: C,(T)1 > 2. Wegen P/C,(T) z S/S, ist S, zyklisch. Aus (3.3), (3.4) 
und (3.6) folgt n = 3 und NG( T)/C,( T) g G.&(2) oder n = 4 und NJ T)/C,( T) 
enthalt eine zu G&(4) isomorphe Untergruppe vom Index hijchstens 2. Wir 
zeigen zunachst: 
(4.6.1) S, ist in T enthalten. 
Beweis. Angenommen, S, ist nicht in T enthalten. Das 3-Element y aus 
N,(T) und die 2-Untergruppe Q von P seien wie in (4.5.2.1) gewahlt. Wie 
in (4.5.2.1) folgt, da8 S n T = (1) gilt und Q n S eine Quaterionengruppe 
der Ordnung 8 ist; ferner hat S, die Ordnung 2. Man beachte, da8 Q .\‘C,(T) 
keine Involution enthalt. 
Wir nehmen zuerst n = 3 an. Man setze X := ;V,-JT) und X : = X/O(X). 
Es ist O,(X) = C,(T). Q .\\’ C,(T) enthalt also keine Involutionen. Da 
X/O,(X) s GL,(2) nur eine Klasse konjugierter Involutionen besitzt, enthalt 
keine Nebenklasse aus P/C,(T), die die Ordnung 2 hat, eine Involution. Das 
ist jedoch nicht wahr. 
Sei also n = 4. Dann m&i S eine Quasidiedergruppe der Ordnung 16 sein, 
und NG(T)/Cc(T) enthalt eine zu GL,(4) . rsomorphe Untergruppe vom Index 2. 
Man beachte, da8 keine Involution aus NG(T)/Cc(T) als Transvektion auf 
T operiert. Da Q .\’ C,(T) keine Involution enthalt, mul3 C,(T) schwach ab- 
geschlossen in P beziiglich G sein. Ferner enthalt P keine Vierergruppe, die 
C,(T) trivial schneidet. Daher ist Y = 1 in der Notation von (2.2). Weil C,(T) 
offensichtlich nicht stark abgeschlossen ist, induziert eine Involution aus 
S .\’ S, , die zu der Involution aus S, konjugiert ist, nach (2.2) eine Trans- 
vektion auf T, ein Widerspruch. 
(4.6.2) Sei n = 3. Dann ist P vom Typ M,, , falls 5’s # (1). Andernfalls 
ist P vom Typ A, . 
Beweis. Siehe [12, Lemma 3.4. aus Teil II]. 
(4.6.3) Fur 71 = 4 ist P vom Typ As . 
Beweis. Nach [12, Lemma 2.2. aus Teil II] ist P vom Typ L,(4) oder As . 
Ware P vom Typ L,(4), so mu&e S aus Ordnungsgriinden eine Diedergruppe 
der Ordnung 8 sein; eine 2-Gruppe vom TypLa(4) kann jedoch nicht in dieser 
Form faktorisiert werden. 
(4.6.4) BeweisabschluB von (4.6). 
Fiir n = 3 folgt aus [2], [9] und [l I], da13 G zu Mr, , G,(q), 2D&), PSp,(q) 
mit q 3 3, 5 (mod 8), As oder A, isomorph ist. Fiir n = 4 ist G nach [lo] zu 
MC& M,, > Mm > L,(q) mit q = 5 (mod 8) oder Us(q) mit q = 3 (mod 8) 
isomorph. 
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Etwas langwierige, aber vollkommen elementare Rechnungen zeigen, da13 
G in keinem Fall in der geforderten Form faktorisiert werden kann. 
Es sei bemerkt, daR die Aussage 1 P/C,(T)/ = 2 erzwingt, da0 n gerade ist. 
Weil S, nicht abelsch ist, hat S mindestens die Ordnung 16. Wir bezeichnen 
mit R den schwachen AbschluR von T in P beziiglich G. 
(4.7) R ist von T verschieden. 
Beweis. Anderfalls ist T eine elementar-abelsche schwach abgeschlossene 
Untergruppe von P. Da L$(P) nicht abelsch ist, kann T wegen [6] nicht stark 
abgeschlossen sein. Sei i eine Involution aus P .\\’ T, die in G zu einer Involution 
aus T konjugiert ist. Weil N,(T) die Fusion in C,(T) kontrolliert, liegt i in 
P .I; C,(T). Wegen [P: C,(T)] = 2 ist Y = 1 in der Notation von (2.2); somit 
induziert i nach (2.2) eine Transvektion auf T, was nach (4.1) n == 2 nach sich 
zieht. 
(4.8) R ist in C,(T) enthalten. Wenn R nicht abelsch ist, so gilt R = C,(T). 
In jedem Fall haben wir Z(R) = Z(S) x T und S n T = (1). 
Beweis. Sei g ein Element aus G mit T” C P. Angenommen, TQ ist nicht 
in C,(T) enthalten. Da P/T den Rang 2 hat, gilt [T: T n Tg] < 4. Mit Hilfe 
von (4.1) erhalten wir daraus n = 4, [T: T n TQ] = 4 und [T”: To n C,(T)] = 2. 
Wegen (4.6) ist T n S in Z(S) enthalten. Ware T n S = Z(S), so ware 
S,, n TTg eine Vierergruppe, die von S n TTQ normalisiert wird; nach (4.6) 
ist Ns(SO n TTg) jedoch in S,, enthalten. Also haben wir S n T = (I). Weil 
S, n TTg von S n TT” normalisiert wird, gilt S, n TTO = Z(S). S n TTg 
ist eine Vierergruppe; sei i eine Involution aus S A TTP .\’ Z(S). Nach (4.1) 
sind alle Involutionen aus T(i) .\’ T in T(i) zu i konjugiert. Es folgt, da8 
alle Involutionen aus TTg .\’ TTg n C,(T) in P zu i konjugiert sind. Ins- 
besondere schneidet S eine Konjugierte von T nicht-trivial, im Widerspruch 
zu (4.2). 
Damit haben wir Tg C C,(T) b ewiesen, woraus sich R _C C,(T) ergibt. 
Angenommen, R ist nicht abelsch. Dann folgt R = C,(T). Natiirlich ist 
S n T in Z(S) enthalten. Da N,(R) die Fusion in Z(R) kontrolliert und die 
Involution in Z(S) die einzige Involution in R ist, die in R ein Quadrat ist, 
folgt S n T = (1); daraus R = S,, x T und Z(R) = Z(S) x T. 
Wenn R abelsch ist, so ist R elementar-abelsch und R n S _C Z(S) nach 
(4.6). Wegen R # T folgt R n S = Z(S) und R = Z(R) = Z(S) x T. 
(4.9) Es gibt eine Involution aus Z(R) .\’ T, die in G zu einer Involution 
aus T konjugiert ist. 
Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann kann R nicht abelsch 
sein, was nach (4.8) R = C,(T) = S,, x T impliziert. S,, ist offensichtlich eine 
Diedergruppe. Sei g ein Element aus G mit T # Tg _C R; dann muB Tg n 
Z(R) _C T und [Tg: Tg n T] = 2 gelten. Es gibt eine Involution i aus S,, und 
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eine Involution 1 aus T .\’ T n TQ derart, da0 TQ = (T n TQ, it) ist. Man 
setze Q := Z(R) Tg. 
Das Frattini-Argument zeigt, da8 N,(R) ein Element Fz ungerader Ordnung 
enthalt, das T normalisiert und auf T einen Singerzyklus induziert. (k) 
zentralisiert Z(S) = (a) und R/T. Daher operiert (k) auf Q und TTQ; ins- 
besondere wird such i von k zentralisiert, und alle Involutionen aus TTV .\’ (i> 
sind in G konjugiert. Es existiert eine Involutionj aus S, mit &j = Q und ij = iz; 
somit sind such alle Involutionen aus T(iz) .‘I~’ (iz) in G konjugiert. Weil 
N,(R) die Fusion in Z(R) kontrolliert und z von N,(R) zentralisiert wird, sind 
die Involutionen der Form zt mit te T# nicht zu einer Involution aus S konjugiert. 
Insgesamt erhalt man: die Involutionen i, a, iz sind die einzigen Involutionen 
aus Q, die in G zu Involutionen aus S konjugiert sind; die Involutionen der 
Form xt mit t E T# sind in NG(R) konjugiert und sind in G weder zu Involutionen 
aus S noch zu Involutionen aus T konjugiert; die iibrigen Involutionen aus Q 
sind in G zu Involutionen aus T konjugiert. Aus Symmetriegriinden gibt es 
ein Element 1 ungerader Ordnung, das Q und TQ normalisiert und auf Tg 
einen Singerzyklus induziert. (i, z> mul3 von (I) zentralisiert werden. Daher 
operiert (1) transitiv auf den Involutionen der Form zv mit ‘u E TQ .\’ {I}. 
Darunter sind jedoch Involutionen der Form zt und izt’ mit t, t’ E T. 
(4.10) G existiert nicht. 
Beweis. Sei k ein Element ungerader Ordnung aus N,(R), das T normalisiert 
und auf T einen Singerzyklus induziert. Wenn Z(R) = Z(S) x T eine von T 
verschiedene Konjugierte von T enthdt, so folgt wegen S n T = (I} und (4.2), 
dal3 (k) die Involution z aus Z(S) zentralisiert und die Involutionen der Form 
zt mit t E T# transitiv permutiert; insbesondere sind die Involutionen aus 
Z(R) .\’ Z(S) in G konjugiert. Dieses Resultat erhalt man mit Hilfe von (4.9) 
such fur den Fall, daB Z(R) keine von T verschiedene Konjugierte von T 
enthalt. 
Weil N,(R) die Fusion in Z(R) kontrolliert, mu8 N,(R) also Z(S) zentrali- 
sieren und die 2n+1 - 2 verschiedenen Involutionen aus Z(R) .\’ Z(S) transitiv 
permutieren. Andererseits hat eine 2Sylowuntergruppe von N,(R)/C,(Z(R)) 
die Ordnung 2 und zentralisiert eine Involution aus T, ein Widerspruch. 
5. BEWEIS VON SATZ B 
Nach (2.3) darf man G als einfach annehmen. 
Sei T eine 2-Sylowuntergruppe von B. T ist elementar-abelsch der Ordnung 
2” mit n 2 3; T ist zentralisatorgleich in B und enthalt in seinem Normalisator 
eine zyklische Gruppe der Ordnung 2” - 1, die auf T einen Singerzyklus 
induziert. 
Sei P eine 2-Sylowuntergruppe von G, die eine 2-Sylowuntergruppe von 
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N,(T) enthalt. Ohne Beschfnkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, 
da8 P eine 2-Sylowuntergruppe S von A enthalt. Dann ist P = ST und 
NAT) = N,(T) T eine 2-Sylowuntergruppe von NG(T). Wenn P abelsch ist, 
so ist G nach [6] bekannt; aus [14] folgt G = A oder G = B. Im Folgenden 
nehmen wir P als nicht-abelsch an und wollen zeigen, dal3 G nicht existiert. 
(5.1) S n T = (I>. 
Beweis. Naturlich ist der Index von T in P grijl3er als I. Aus (2.1) folgt, 
dal3 der Index von T in P nicht 2 ist. Angenommen, [P: T] = 4. (2.1) impli- 
ziert C,(T) = T. 
Angenommen, NP( T) wgre eine echte Untergruppe von P. Sei j eine Invo- 
lution aus S .‘\‘N,(T) und i eine Involution aus N,(T) .‘,’ S n T. Dann haben 
wir TTj = NP(T) und Z(N,(T)) = T n Tj. Insbesondere induziert i eine 
Transvektion auf T. Mit Hilfe von (3.1) erhalten wir n = 2m gerade und 
2+l = ) C,(i)1 = 2”‘, also n = 2. 
Daher ist T normal in P. Anwendung von (3.3) auf N,(T)/&(T) liefert 
n = 4, und P ist vom Typ L,(4). A us einem bekannten Klassifikationssatz 
folgt G z L,(4). Aus Ordnungsgrtinden kann G jedoch nicht in der geforderten 
Form faktorisiert werden. 
(5.2) T is normal in P. 
Beweis. Angenommen, T ist kein Normalteiler von P. Nach (2.1) haben 
wir [C,(T): T] < 2. 
Angenommen, C,(T) = T. Ein Argument aus (5.1) zeigt, dal3 der Index 
von T in NP(T) grijl3er als 2 und damit gleich 4 ist. Nun wenden wir (3.3) 
auf NG(T)/Cc(T) an und erhalten n = 4; fur jede Involution i aus N,(T) gilt 
) C,(i); = 4. Das impliziert, daB alle Involutionen aus Np(T) .\’ T in NP(T) 
zu Involutionen aus S konjugiert sind. Andererseits enthalt N,(T) eine von T 
verschiedene Konjugierte von T, was wegen S n T = (1) nicht sein kann. 
Schlieljlich nehmen wir C,(T) 2 T an. Man setze R : = C,(T); R ist elemen- 
tar-abelsch und enthalt T als Untergruppe vom Index 2. Es wird behauptet, 
dal3 R den Voraussetzungen von (4.3) geniigt. Wenn R = iVP(T) ist, so ist 
dies offensichtlich. Sei also R eine echte Lntergruppe von N,(T) und x eine 
Involution aus S .\,’ N,(T). Ware R # R$, so hgtten wir RRx = V,(T) und 
Z(N,(T)) = Z(RRs) = R n Rx wegen C,(R) = R. Daher wiirde eine Involu- 
tion aus N,(T) .o,. C,(T) eine Transvektion auf R und damit such auf T indu- 
zieren, was nach (3.1) den Widerspruch n = 2 nach sich zieht. Somit haben n-ir 
R = Rx und TX # T. 
Weil im Beweis von (4.3) lediglich benutzt wurde, dal3 der sektionale 2-Rang 
von N,(R)/R gleich 2 ist, kann (4.3) such in dieser Situation angewendet 
werden, was den Widerspruch S n T 74 (1) liefert. 
(5.3) Es gilt C,(T) = T. 
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Beweis. Wegen (2.1) haben wir [C,(T): T] < 2. Angenommen, der Index 
von T in C,(T) ware gleich 2. Aus (3.3) erhalten wir it = 4, und fur jede 
Involution i aus S .I,’ C,(T) gilt 1 C,(i)! = 4. S omit sind alle Involutionen aus 
P ./I,’ C,(T) in P zu Involutionen aus S konjugiert. Daher ist der schwache 
AbschluB R van T in P bezuglich G in C,(T) enthalten. Es sol1 (2.2) auf die 
schwach abgeschlossene elementar-abelsche Gruppe R angewandt werden. 
OfIensichtlich haben wir Y 1 in der Notation von (2.2). Weil Q,(P) nicht 
abelsch ist, kann R nach [6] nicht stark abgeschlossen sein. Sei i eine Involution 
aus P R, die in G zu einer Involution aus R konjugiert ist. Da ,Ir,(R) die 
Fusion in C,(R) kontrolliert, kann i nicht in C,(R) := C,,(T) enthalten sein. 
Xach (2.2) induziert i eine Transvektion auf R und damit such auf T, was nicht 
sein kann. 
(5.4) G existiert nicht. 
Beweis. Anwendung von (3.7) auf N,(T)/C,( T) liefert n = 6, und fur 
jede Involution i aus S gilt C,(i) :z [T, i]. Daher sind alle Involutionen aus 
P .‘; T in P zu Involutionen aus S konjugiert. Wegen S n T == (1’~ ist T 
stark abgeschlossen in P beziiglich G. Das widerspricht [6]. 
Dem Beweis von Satz C sei eine niitzliche Bemerkung iiber die Automor- 
phismengruppe einer 2-Sylowgruppe von Sz(2”) vorausgeschickt. 
(6.1) BEMERKUNG. Sei T eine 2-Sylowuntergruppe von SZ(~‘~) und 
X = Aut(T). Die 2-Gruppe O,(X) t is eine 2-Sylowuntergruppe von X und 
besteht aus allen Automorphismen von T, die die Kette T 3 Z(T) 3 (1) 
stabilisieren. O,(X) ist isomorph zu der Endomorphismengruppe eines n-dimen- 
sionales l’ektorraums iiber GF(2). Die Gruppe T lnl3t eine zyklische Gruppe K 
der Ordnung 2” - 1 zu, die auf Z(T) und T/Z(T) fixpunktfrei operiert. Da 
Z(T) und T-/Z(T) nicht-aquivalente GF(2) - K-Modulen sind, operiert K 
fixpunktfrei auf O,(X). 
Wir beginnen nun mit dem Beweis von Satz C. 
Nach (2.3) diirfen wir G als einfach annehmen. Sei T eine 2-Sylowunter- 
gruppe von B und P eine 2-Sylowuntergruppe von G, die eine 2-Sylowunter- 
gruppe von NG(T) enthalt. 0.B.d.A. existiert eine 2-Sylowuntergruppe S 
von A, die in P enthalten ist. Dann haben wir P = ST. Wegen [6] ist Ql(P) 
nicht abelsch. Man beachte, daB NB(T) eine zyklische Gruppe K der Ordnung 
9 - 1 enthalt, die fixpunktfrei auf Z(T) und T/Z(T) operiert. 
(6.2) S n T = (I\. 
Be&s. Weil Q,(P) nicht abelsch ist, kann S nicht in T enthalten sein. 
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Angenommen, 5’ n T hat die Ordnung 2. Dann ist T ein Normalteiler von P. 
Indem man (6.1) auf iV,( T)/C,( T) anwendet, erhalt man, daB eine Involution i 
aus S .I; S n T einen inneren Automorphismus auf T induziert. Mit Hilfe 
eines Frattini-Argumentes kijnnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB C,(T) von K 
normalisiert wird. Da K transitiv auf den Involutionen von C,(T) n T operiert, 
kann C',(T) kein Element der Ordnung 4 enthalten. Also wird T von i zentrali- 
siert. Das impliziert Q,(P) = (L?,(T), Q abelsch, was nicht sein kann. 
(6.3) T ist ein Normalteiler von P. 
Beweis. Andernfalls ist Np(T) = N,(T) eine Untergruppe vom Index 2 
von P. Ein ilrgument aus (6.2) zeigt [N,(T), T] = (1). Sei i die Involution 
aus N,(T) und j eine Involution aus S .‘\’ iv,(T). Man setze R = C,(T) = 
(i, Z( T)j. Wir haben Rj = R. Anwendung von (4.3) liefert Z(T)j = Z(T) und 
daraus [Z(T), j] = (l} nach (3.1). Das impliziert [R,j] = (1). Weil K 0.B.d.A. 
auf iVP( 7’) operiert und auf Z(T) einen Singerzyklus induziert, existiert ein 
Element t aus Z(T), so da8 it von K zentralisiert wird. Die Operation von K 
und (j, auf NP(T)/(it) erzwingt wie oben [Np(T),j] = (it>. Wir haben 
T # T; C LVP( T) und [T: T n Tj] = 2. Weil T n Tj von j normalisiert wird, 
folgt [T n Tj,j] = (1). Angenommen, P .‘i’ (R,j) enthielte eine Involution; 
dann kiinnte man diese Involution schreiben in der Form jix oder jx fur ein 
geeignetes .2: aus T. Indem man gegenenfalls mit i multipliziert, darf man 
annehmen, daB diese Involution die Form j.~ mit x E T hat. Das Element x 
mu13 die Ordnung 4 haben und von j invertiert werden. Das impliziert, da0 
<T n TJ, x;) = T von j normalisiert wird, was nicht sein kann. Also enthalt 
P . ,. (R, j’ keine Involution. Insbesondere ist Ql(P) = (R, j> abelsch. 
(6.4) G existiert nicht. 
Beweis. Anwendung von (6.1) auf NG(T)/Cc(T) liefert, da8 S eine Gruppe 
innerer Automorphismen auf T induziert. 0.B.d.A. operiert K auf C,(T) 
und permutiert die Involutionen aus Z(T) transitiv. Das liefert [S, T] = (1). 
Daher ist Q,(P) = (S, Z(T)) abelsch. 
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